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Â ñòàòüå ïðîâåäåíî îáîñíîâàíèå àäåêâàòíîñòè îáùåôèçè÷åñêèì ïðåäñòàâëåíèÿì ïðåäëîæåííîãî â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ
àâòîðîâ ìåòîäà èññëåäîâàíèÿ ëèíåéíûõ ýêçîãåííûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ïàðàìåòðàìè.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå; çàäà÷à Êîøè; ëèíåéíûå ýêçîãåííûå ïàðàìåòðè÷åñêèå ñèñòåìû
ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ïàðàìåòðàìè.

Â ïðåäûäóùèõ ðàáîòàõ àâòîðîâ [1–6]
ïðåäëîæåí ìåòîä ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëè-
ðîâàíèÿ ëèíåéíûõ íåïðåðûâíûõ ýêçîãåííûõ
ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ñîñðåäîòî÷åííû-
ìè ïàðàìåòðàìè, îñíîâàííûé íà ñâåäåíèè ïåð-
âîé îñíîâíîé çàäà÷è äëÿ óêàçàííûõ ñèñòåì –
çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ äè-
íàìèêó ìîäåëè ïðåäìåòíîé ñèñòåìû, – ê ñèñ-
òåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Âîëüòåððà âòî-
ðîãî ðîäà. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä íîñèë ýâðèñ-
òè÷åñêèé õàðàêòåð. Äëÿ ñòðîãîãî îáîñíîâàíèÿ
ìåòîäà íóæíî äîêàçàòü åãî àäåêâàòíîñòü ðàñ-
ñìàòðèâàåìîé ôèçè÷åñêîé ñèòóàöèè. Ïîñëå-
äíåå ïîäðàçóìåâàåò âûïîëíåíèå ñëåäóþùåé
ïðîãðàììû äåéñòâèé:

–  ñòðîãèé âûâîä ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ
ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé;

– ñòðîãîå îáîñíîâàíèå ìåòîäà ðåøåíèÿ
ïîëó÷åííîé ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, àäåê-
âàòíîãî ðàññìàòðèâàåìîé ôèçè÷åñêîé ñèòóàöèè.

Îïèñàíèå äèíàìèêè ýêçîãåííîé ïàðà-
ìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû ñ ñîñðåäîòî÷åííû-
ìè ïàðàìåòðàìè ýêâèâàëåíòíûì èíòåã-
ðàëüíûì ýâîëþöèîííûì óðàâíåíèåì. Íà
ïåðâîì ýòàïå ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýâîëþöèÿ ìà-
òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ìíîãîìåðíîé ýêçîãåí-
íîé ïàðàìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû ñ ñîñðåäîòî-
÷åííûìè ïàðàìåòðàìè îïèñûâàåòñÿ íåîäíî-
ðîäíîé ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè-

àëüíûõ óðàâíåíèé ñ çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè
êîýôôèöèåíòàìè:
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áöîâ ïåðåìåííûõ è ìàòðèö êîýôôèöèåíòîâ
ñèñòåìû óðàâíåíèé, à èìåííî:

Îñíîâíàÿ çàäà÷à äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé
ñèñòåìû ÎÄÓ (1) è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ýâî-
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 0 0 .y t y                    (2)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîýôôèöèåíòû ìîäåëü-
íîé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1)
â îêðåñòíîñòè íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ t0 ÿâëÿþò-
ñÿ ôóíêöèÿìè êëàññà N, ÷òî íåñêîëüêî ñóçèò
êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì äî ñèñòåì ñî
ñëàáî çàâèñÿùèìè îò âðåìåíè ïàðàìåòðàìè.
Ôóíêöèîíàëüíóþ ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ P(t)

ñèñòåìû (1) â îêðåñòíîñòè çíà÷åíèÿ  0 ,t a b
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Ïîäñòàâëÿÿ (3) â óðàâíåíèå (1), ïîëó÷àåì
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ãäå

Õàðàêòåðèçóÿ âåêòîð

êàê âåêòîð âòîðè÷íûõ èñòî÷íèêîâ è çàïèñû-
âàÿ ðåøåíèå âåêòîðíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ (5) ïî ïðèíöèïó Äþàìåëÿ, ïîëó÷à-

åì èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå ñëåäóþùåãî âèäà:

(5)

ãäå âåêòîð

Çäåñü ôóíêöèÿ Ãðèíà äëÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé

 G t s ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè ñïå-
öèàëüíîãî âèäà [10]:

                (6)

Ñèñòåìà, äèíàìèêà êîòîðîé îïðåäåëÿåò-
ñÿ çàäà÷åé Êîøè (6), íàçûâàåòñÿ ôîíîâîé ñè-
ñòåìîé. Ñôîðìóëèðóåì ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò
â âèäå óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå  1.  Ïóñòü íà êîìïàêò-
íîì ïðîìåæóòêå [à, b] èçìåíåíèÿ ïåðåìåí-
íîé t ïîñòàâëåíà çàäà÷à Êîøè (1), (2). Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî ýëåìåíòû ìàòðèöû êîýôôè-
öèåíòîâ P(t) âåêòîðíîãî  óðàâíåíèÿ (1) íå-
ïðåðûâíû íà ïðîìåæóòêå [à, b] è äèôôå-
ðåíöèðóåìû m + 1 ðàç íà ñîîòâåòñòâóþ-
ùåì  îòêðûòîì  ïðîìåæóòêå (à, b). Òîãäà
åñëè èçâåñòíà ôóíêöèÿ Ãðèíà – ðåøåíèå
çàäà÷è Êîøè (1), (2), òî ñóùåñòâóåò îêðå-
ñòíîñòü U(t) ïðîèçâîëüíîãî íà÷àëüíîãî
çíà÷åíèÿ t0 (à, b) òàêàÿ, ÷òî ïðè ëþáûõ
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ  t > t0, çàäà÷à
Êîøè (1), (2) ñâîäèòñÿ ê ýêâèâàëåíòíîìó
âåêòîðíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ
Âîëüòåððà (5).

Óðàâíåíèå (5) â óñëîâèÿõ óòâåðæäåíèÿ
1 ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì. Îäíàêî îñóùåñòâèòü ÷èñ-
ëåííîå ìîäåëèðîâàíèå íà îñíîâå ýòîãî óðàâ-
íåíèÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíî, òàê êàê èíòåãðàëü-
íûé ÷ëåí â óðàâíåíèè (5) èìååò âèä
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ôóíêöèÿ äîëæíà âû÷èñëÿòüñÿ â òî÷êå , óäîâ-

ëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ 0 .t t   Ïîýòîìó íà
ïðàêòèêå äîñòàòî÷íî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ìàò-
ðèöà êîýôôèöèåíòîâ P(t) óðàâíåíèÿ (1) ÿâëÿ-
åòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé è, ñëåäîâàòåëü-
íî, ìîæåò áûòü ðàçëîæåíà â ðÿä Òåéëîðà. Òîã-
äà âòîðîå ñëàãàåìîå â èíòåãðàëüíîì ÷ëåíå
óðàâíåíèÿ (5) îáðàùàåòñÿ â íóëü, è ìû ïðèõî-
äèì ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ [8]

(7)
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Ïîëó÷åíèå èíòåãðàëüíûõ ýâîëþöèîííûõ
óðàâíåíèé (5) èëè (7) çàâåðøàåò ïåðâûé ýòàï
äåéñòâèé â ïðîãðàììå îáîñíîâàíèÿ àäåêâàò-
íîñòè ðàññìàòðèâàåìîãî ìåòîäà ôèçè÷åñêîé
ñèòóàöèè.

Ðåøåíèå ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ ýâî-
ëþöèîííûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì ïîäñòàíî-
âîê. Ïåðåéäåì ê âûïîëíåíèþ âòîðîãî ýòàïà
àíîíñèðîâàííîé ïðîãðàììû äåéñòâèé. Ïåðå-
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ñåÿíèÿ áóäåì íàçûâàòü óðàâíåíèåì Ëèïìàíà-
Øâèíãåðà, èëè ñîêðàùåííî ÓËØ [9, 10]. Ðå-
øåíèå ÓËØ (8) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
áîðíîâñêîãî ðÿäà, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ ìåòî-
äîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîäñòàíîâîê. Äëÿ ïî-
ëó÷åíèÿ ýòîãî ðÿäà çàïèøåì (8) äëÿ ðàçëè÷-
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ñòâèÿ
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         

0 1 1 0 1 1

1 1 1 2 2 0 2 2 1

,

, ,

b

a
b b

a a

y t y t G t t P t y t dt

G t t P t G t t P t y t dt dt

   

   





       
     

1 1 1 2 2

2 3 3 0 3 3 2 1

, ,

,

b b b

a a a

G t t P t G t t P t

G t t P t y t dt dt dt

 
 

   

    

        

def

1 1 1

1 2 2 2 2 1 1

,

, ,

b

a
b b

a a

T dt G t t P t

dt dt G t t P t G t t P

òòòò

t

  

   



 





     
      

1 2 3 3 3 3 2

2 2 1 1

, ,

,

b b b

a a a

dt dt dt G t t P t G t t

P t G t t P t


 

    


     0 .y t I T y t 

def
,S I T 
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â ÿâíîì âèäå – ìàòðè÷íûì èíòåãðî-ñòåïåí-
íûì ðÿäîì.

Ìåòîä ðåøåíèÿ ïåðâîé îñíîâíîé çàäà÷è
ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äëÿ ëèíåé-
íîé ïàðàìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû ñ ñîñðåäîòî-
÷åííûìè ïàðàìåòðàìè  ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ îáî-
ñíîâàííûì, åñëè áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî èíòåã-
ðàëüíîå óðàâíåíèå (8), ýêâèâàëåíòíîå çàäà÷å
Êîøè (1), (2), îïèñûâàåò ýâîëþöèþ âî âðåìå-
íè ñîîòâåòñòâóþùåé ëèíåéíîé ïàðàìåòðè÷åñ-
êîé ñèñòåìû ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ïàðàìåòðà-
ìè. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò âûÿñíèòü âîïðîñ î ñõî-
äèìîñòè áîðíîâñêîãî ðÿäà (9) è òèïå ýòîé ñõî-
äèìîñòè.

Óòâåðæäåíèå  2.  Åñëè  , 1,i j n 

ôóíêöèè  y t ,  f t  è ìàòðèöà  Ð(t) íå-
ïðåðûâíû íà êîìïàêòíîì ïðîìåæóòêå [à,
b], òî ðÿä Áîðíà (9) ñõîäèòñÿ íà ýòîì ïðî-
ìåæóòêå àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, ÿâëÿ-
ÿñü ñòàíäàðòíûì äëÿ òåîðèè ëèíåéíûõ èíòåã-
ðàëüíûõ óðàâíåíèé, ìíîãîêðàòíî îïóáëèêîâà-
íî, íàïðèìåð â êëàññè÷åñêîé ðàáîòå [9]. Ïî
ýòîé ïðè÷èíå ìû ïðèâåäåì êðàòêóþ ñõåìó
äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 2, èìåÿ â âèäó
èñêëþ÷èòåëüíî ïîëíîòó è êîððåêòíîñòü âûïîë-
íåíèÿ àíîíñèðîâàííîé ðàíåå ïðîãðàììû îáî-
ñíîâàíèÿ àäåêâàòíîñòè ïðåäëàãàåìîãî ìåòî-
äà è ïðåäìåòíîé ôèçè÷åñêîé ñèòóàöèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìàòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ
Ãðèíà óðàâíåíèÿ (8) îãðàíè÷åíà íà [a, b], à âåê-

òîð-ôóíêöèÿ  f t  íåïðåðûâíà íà [a, b], ñëå-

äîâàòåëüíî, íàïðèìåð, ïî íîðìå

ñïðàâåäëèâû îöåíêè

îòêóäà äëÿ îáùåãî ÷ëåíà  ,i
jV t n  ðÿäà (9)

èìååì

Ðÿä ñ ïîëîæèòåëüíûì îáùèì ÷ëåíîì

  1,,
max j

j nt a b
y y




   1 1
1

, ,
n

i k
k j

k
G t t p t M



   1 ,jy t N

   
, .

!

n

i
j

M b a
V t n N

n




  

 
!

n
M b a

N
n

  

ñõîäèòñÿ ïðè ëþáûõ ÷èñëàõ M, N èëè b – a è
ÿâëÿåòñÿ ìàæîðàíòîé ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà
(9). Ïîýòîìó ôóíêöèîíàëüíûé ðÿä (9) ñõîäèòñÿ
àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà âñåì ïðîìåæóòêå
âðåìåíè [à, b].

Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäà ïîñëåäî-
âàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé ïîçâîëÿåò óòâåðæ-
äàòü, ÷òî ïðåäëàãàåìûé ìåòîä îïèñàíèÿ ïà-
ðàìåòðè÷åñêèõ ñèñòåì àäåêâàòåí ôèçè÷åñêîé
ñèòóàöèè. Ñâåäåì âîåäèíî ðåçóëüòàòû  óòâåð-
æäåíèé 1 è 2.

Óòâåðæäåíèå 3.  Ïóñòü ýâîëþöèÿ ìíî-
ãîìåðíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû S ñ ñî-
ñðåäîòî÷åííûìè ïàðàìåòðàìè íà ïðîìå-
æóòêå âðåìåíè [à, b] îïèñûâàåòñÿ ðåøå-
íèåì çàäà÷è Êîøè (1), (2), à ýâîëþöèÿ ôî-
íîâîé ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâó-
þùåé çàäà÷åé Êîøè (6) äëÿ óðàâíåíèÿ ñ
ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, è ïóñòü
ýëåìåíòû ìàòðèöû êîýôôèöèåíòîâ Ð(t)
óðàâíåíèÿ (1) êàê ôóíêöèè âðåìåíè íåïðå-
ðûâíû íà âñåì ïðîìåæóòêå [à, b] è äèô-
ôåðåíöèðóåìû m + 1 ðàç íà ñîîòâåòñòâó-
þùåì  îòêðûòîì ïðîìåæóòêå (à, b). Òîã-
äà ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü U(t0)
ïðîèçâîëüíîãî íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ âðåìå-

íè t0 (à, b), ÷òî ïðè ëþáûõ    0 , ,t U t a b 
òàêèõ, ÷òî t > t0, äèíàìèêà ñèñòåìû ìîæåò
áûòü îïèñàíà èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèåì
âèäà (7) èëè (8).

Óòâåðæäåíèå 3 çàâåðøàåò ïðîãðàììó
îáîñíîâàíèÿ àäåêâàòíîñòè ìåòîäà îïèñàíèÿ
ýâîëþöèè ëèíåéíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû
ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ïàðàìåòðàìè èíòåãðàëü-
íûìè ýâîëþöèîííûìè óðàâíåíèÿìè Âîëüòåððà.

Óòâåðæäåíèå 3 ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêòèâ-
íûì, òàê êàê ïîçâîëÿåò îïèñàòü ýâîëþöèþ âî
âðåìåíè ëèíåéíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé ñèñòåìû
ñ ñîñðåäîòî÷åííûìè ïàðàìåòðàìè â îáùåì
ñëó÷àå âåêòîðíûì èíòåãðàëüíûì ýâîëþöèîí-
íûì óðàâíåíèåì Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà, àë-
ãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ êîòîðîãî ðåàëè-
çóåòñÿ ÷èñëåííî íàìíîãî ïðîùå, ÷åì ðåøåíèå
èñõîäíîé ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé.
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